Elementy teorii operatoréw liniowych
(metoda Mullina i Roty)

Ponizsze materialy s3 skrétowym podsumowaniem rozdziatu ,Tozsamosci
wielomianowe, zastosowania teorii operatoréw liniowych (MetodaMullina i
Roty) z [1]. Dowody Twierdzen, ktérych nie przytoczono znajduja sie réwniez
w [1].

1. Ciagtypu dwumiennego

Definicja 1 Ciggiem typu dwumiennego nazywamy kazdy cigg (W, (X))
wielomianéw o wspdtczynnikach w ciele C spetniajgcych nastgpujgce warunki

(1) degW, (x) =n
(2) W, (x+y) = i(E}Wk(X)Wn_k(y)

Przyklady ciagé6w typu dwumiennego

= X", x" oraz X"
»  wielomiany Abela A (X) = x(x—na)"™

n I(n-1
* wielomiany Laguerre’a L,(X)= Z (-1~ n x¥
k=1 k' k - 1

Wilasnosci ciagéw dwumiennych

1. Z (1) mamy, ze kazdy taki cigg jest baza w przestrzeni liniowej

wielomianéw.
2. Majac dwa ciagi typu dwumiennego <Wn(x)> i <Vn(x)>n20, to w

mamy jedynie skorficzong liczbe

n=0

rozwinieciu Wi(x) wzgledem <Vn(x)>

n=0
niezerowych wyrazéw V,(X),V,(X),.....V,(X) (z degW,(X) =n)

3. Z (2) mamy, ze Wo(x)=1, gdyz Wo(x) jest wielomianem stalym, natomiast
wielomiany Wy(x) dla n>0 majg wyraz wolny réwny zeru tj. W,(0) = 0 dla
n>0.

Dowoéd
W, (X) =W, (X)W, (0) = 1=W, (0) = (deg(Wo(x))=0) = W,(X) =1
W, (%) =Wy ()W, (0) +W, ()W (0) = W, () =W, (0) +Wi(x) = 0 =W, (0) efc.



2. Operatory Liniowe

Rozwazmy rodzine operatoréw liniowych przestrzeni wielomianéw nad cialem
C. Kazdy taki liniowy operator Q spetnia

Qlaw () + bV (x)] = aQW(x)] + bQ[V (x)]
dla a,b0C.

Przyklady operatoré6w liniowych

= Operator identycznosciowy Ix" =x"
» Operator przesuniecia E*X" =(x+a)"
= Operator rézniczkowania Dx" = nx""*

= Operator wartoéci w punkciea K?*x" =a"
= Operator mnozenia przez x M *x" = x™

Cwiczenie 1
Niech K = K°. Wykaza¢, ze
k
(1) 1=% 2 KD*
k=0 K!

k
(2) EY :z%Dk =P

k=0

Odpowiedz
Poré6wnamy wartosci operatoréw na dowolnym elemencie 2,x" wielomianu
W)

(1) Lewa strona la,x" = a,x"

k 2
Prawa strona 3 ~—KD* =| KD? + XKD' + % KD? +...

ko K! 2!
Zauwazmy, ze dla k<n operator K° wyzeruje wartos¢ tak samo jak dla k>n
operator Dk. Jedynie dla k=n mamy niezerowga warto$¢

n

k

X X

a E Z_KD* [x"=za ~—n=a x"

n kl n n| n
k>0 . .

(2) Lewa strona a,E'x" =a,(x+y)"



k n
Prawa strona Z% D* =(D° +%Dl +.+L pn +...J, zatem

k=0 n!

K - n
a{zy— D“Jxn =a X"+ an%ylx”‘1 +a, _n(nz 2 YAX"E L+ an(njy”:

Skladanie operatoréw nie jest w ogélnoéci przemienne. Niech Q¥ oznacza k-
krotne zlozenie operatora Q. Wazna rodzing operatoréw sg operatory
niezmiennicze ze wzgledu na przesuniecia.

Definicja 2 Méwimy, ze operator Q jest niezmienniczy ze wzgledu na przesuniecia
wtedy, i tylko wtedy, gdy dla dowolnego aJC zachodzi

QE" = E°Q
Definicja 3 Delta operatorem nazywamy kazdy operator liniowy Q, ktéry

(1) jest niezmienniczy ze wzgledu na przesuniecia
(2) Qx =const #0

Przyklady delta operatoréw

= Dx" =nx"?

- A=E'-|
n 1= —E_l
= DE?

Lemat 1 Niech Q bedzie delta operatorem. Wowczas
(1) Qa =0 dla kazdego wielomianu statego a.
(2) Jesli W(x) jest wielomianem stopnia n>0, to QW(x) jest niezerowym
wielomianem stopnia n-1.

Definicja 4 Cigg <Wn (X)>nzo jest bazq dla delta operatora Q, jesli kazdy z wielomiandéw

spetnia
(1) degw,(x)) =n
(2) wp(x) =1

3) w,(0)=0dlan>0



4) Qw,(x) =nw,_,(x)
Twierdzenie 1 Kazdy delta operator ma doktadnie jednqg baze.

Twierdzenie 2 (Mullin, Rota). Na to, by cigg (W, (X)) byt bazq dla pewnego delta
operatora, potrzeba i wystarcza, by byt on typu dwumiennego.

Twierdzenie 3 (I Twierdzenie Eksponencjalne)
Niech Q bedzie delta operatorem o bazie <Wn(X)>n20- Operator liniowy S jest
niezmienniczy ze wzgledu na przesuniecia wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje rozwinigcie

S= ZiQk

oo K!
gdzie a, = [SNk(X)]X:O.

Cwiczenie 2
Zastosuj powyzsze twierdzenie do uzyskania wzoru Taylora.

Odpowiedz
Niech dane beda: delta operator D z ciggiem bazowym w, (x) = X" oraz operator
a .,k

translacyjnie niezmienniczy T¢, wtedy T = Z% D*. Wezmy dowolny

k=0 d
wielomian W(x)

a — |_T “ Xk JX:O ki
ToW(x) = éT(D wW)x)

ak

W(x+a) = ZF(D “W)(x)

k=0

Po zamianie rél x z a otrzymujemy
k

W(x+a) = Z% (D kW)(cr) .

k=0

Twierdzenie 4 (O [zomorfizmie)
Niech Q bedzie delta operatorem. Odwzorowanie @, zadane wzorem

n=0 n=0 n!



jest izomorfizmem algebry Cl[[x]] (szeregéw formalnych zmiennej x) i algebry
operatoréw niezmienniczych ze wzgledu na przesunigcia.

Whniosek 1
W algebrze operatoréw niezmienniczych ze wzgledu na przesunigcia sktadanie jest
dziataniem przemiennym.

Whniosek 2
Operator Q jest niezmienniczy ze wzgledu na przesunigcia wtedy i tylko wtedy, gdy

istnieje cigg (a,)  taki, ze Q= a,D".

n=0

Whniosek 3
Niech Q bedzie operatorem niezmienniczym ze wzgledu na przesunigcia. Wowczas Q
jest operatorem odwracalnym wtedy i tylko wtedy, gdy Q120.

Whniosek 4
Delta operatory nie sq odwracalne.

Twierdzenie 5 (Mullin, Rota)
Operator Q jest delta operatorem wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje cigg (a,) , taki, ze
a, #0 oraz

Q=>aD"

nz1

3. Produkcja nowych operatoréw

Niech X bedzie operatorem zwigekszajacym stopien wielomianu tj.
Xp(x) = xp(x)

Operator X nie jest translacyjnie niezmienniczy.

Twierdzenie 3.1 Jesli T jest operatorem translacyjnie niezmienniczym, to
T =TX-XT

takze jest translacyjnie niezmienniczy. T' nazywamy pochodna Pincherele
operatora T.



Whniosek 3 Q jest delta operatorem wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje operator
odwracalny PUOZX taki, ze Q=DP. (D — operator réziniczkowania 5 - pierscien
operatoréw translacyjnie niezmienniczych)

4. Notacja zaémieniowa (umbralna)

Twierdzenie 4.1 (O automorfizmie)
Niech P i Q beda delta operatorami o bazach odpowiednio <pn(x)>

n=0"
<qn (X)>n20 Niech T bedzie operatorem liniowym (niekoniecznie translacyjnie
niezmienniczym) takim, ze dla n[IN zachodzi Tp,(X) = q,(X). Woéwczas
(a) Operator T jest odwracalny
(b) przeksztalcenie okreslone wzorem S+ TST™ jest automorfizmem
algebry = operatoréw  translacyjnie = niezmienniczych,  ktéry
przeprowadza delta operatory na delta operatory

(c) jesli <Wn(x)>nzo jest ciggiem typu dwumiennego, to ciag (Tw,(x))

n=0

jest takze ciggiem typu dwumiennego.
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