
Elementy teorii operatorów liniowych  
(metoda Mullina i Roty) 

 
 
Poni

Ŝ
sze materiały s ą  skrótowym podsumowaniem rozdziału „To

Ŝ
samo ś ci 

wielomianowe, zastosowania teorii operatorów liniowych (MetodaMullina i 
Roty) z [1]. Dowody Twierdzeń , których nie przytoczono znajduj ą  si ę  równie

Ŝ
 

w [1]. 
 
 

1. Cią g typu dwumiennego 
 

Definicja 1 Cią giem typu dwumiennego nazywamy kaŜ dy cią g 
0
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wielomianów o współczynnikach w ciele C spełniają cych nastę pują ce warunki 
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Przykłady ci ą gów typu dwumiennego 
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nx , nx  oraz nx  

� wielomiany Abela   1)()( −−= n
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Własno ś ci ci ą gów dwumiennych 
 

1. Z (1) mamy, 
Ŝ
e ka

Ŝ
dy taki ci ą g jest baz ą  w przestrzeni liniowej 

wielomianów.  

2. Maj ą c dwa ci ą gi typu dwumiennego 
0

)(
≥nn xW  i 

0
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≥nn xV , to w 

rozwini ę ciu Wn(x) wzgl ę dem 
0

)(
≥nn xV  mamy jedynie skoń czon ą  liczb ę  

niezerowych wyrazów )(),....,(),( 10 xVxVxV n  (z nxWn =)(deg ) 

3. Z (2) mamy, 
Ŝ
e W0(x)=1, gdy

Ŝ
 W0(x) jest wielomianem stałym, natomiast 

wielomiany Wn(x) dla n>0 maj ą  wyraz wolny równy zeru tj. Wn(0) = 0 dla 
n>0. 

 
Dowód 

)0()()( 000 WxWxW =  ⇒ )0(1 0W≡ ⇒ (deg(W0(x))=0) ⇒ 1)(0 ≡xW  

)0()()0()()( 01101 WxWWxWxW += ⇒ )()0()( 111 xWWxW += ⇒ )0(0 1W=  etc. 



 
 
 
 

2. Operatory Liniowe  
 
Rozwa

Ŝ
my rodzin ę  operatorów liniowych przestrzeni wielomianów nad ciałem 

C. Ka
Ŝ
dy taki liniowy operator Q spełnia  

 

[ ] [ ] [ ])()()()( xVbQxWaQxbVxaWQ +=+  

 
dla C∈ba, . 

 
Przykłady operatorów liniowych 
 

� Operator identyczno ś ciowy nn xx =I  

� Operator przesuni ę cia  nna axx )( +=E  

� Operator ró
Ŝ
niczkowania  1−= nn nxxD  

� Operator warto ś ci w punkcie a nna ax =K  

� Operator mno
Ŝ
enia przez x 1+= nnx xxM  
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Niech 0KK = . Wykaza ć , 
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Odpowied ź  
Porównamy warto ś ci operatorów na dowolnym elemencie anxn wielomianu 
W(x) 
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Zauwa
Ŝ
my, 

Ŝ
e dla k<n operator K0 wyzeruje warto ś ć  tak samo jak dla k>n 

operator Dk . Jedynie dla k=n mamy niezerow ą  warto ś ć  
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(2) Lewa strona n
n
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n yxaxEa )( +=  



Prawa strona 







++++=∑

≥
...

!
...

1!
10

0

n
n

k

k
k

D
n

y
D

y
DD

k

y
, zatem 

n
n

n
n

n
n

n
n

n

k

k
k

n y
n

n
axy

nn
axy

n
axaxD

k

y
a 








++−++=







 −−

≥
∑ ...

2

)1(

1!
2211

0

= 

= n
n yxa )( +  

 
 

Składanie operatorów nie jest w ogólno ś ci przemienne. Niech kQ  oznacza k-

krotne zło
Ŝ
enie operatora Q. Wa

Ŝ
n ą  rodzin ą  operatorów s ą  operatory 

niezmiennicze ze wzgl ę du na przesuni ę cia.  
 
Definicja 2 Mówimy, Ŝ e operator Q jest niezmienniczy ze wzglę du na przesunię cia 

wtedy, i tylko wtedy, gdy dla dowolnego a∈C zachodzi 
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Definicja 3 Delta operatorem nazywamy kaŜ dy operator liniowy Q, który 

(1) jest niezmienniczy ze wzgl ę du na przesuni ę cia 

(2) Qx = const ≠ 0 
 
 
Przykłady delta operatorów  
 

� 
1−= nn nxxD  

� IE −=∆ 1  
� 

1−−=∇ EI  

� 
aDE  

 
 
Lemat 1 Niech Q bę dzie delta operatorem. Wówczas 

(1) Qa = 0 dla ka
Ŝ
dego wielomianu stałego a. 

(2) Je ś li W(x) jest wielomianem stopnia n>0, to QW(x) jest niezerowym 
wielomianem stopnia n-1. 

 
 

Definicja 4 Cią g 
0

)(
≥nn xw jest bazą  dla delta operatora Q, jeś li kaŜ dy z wielomianów 

spełnia 

(1) nxwn =))(deg(  

(2) 1)(0 =xw  

(3) 0)0( =nw  dla 0>n  



(4) )()( 1 xnwxQw nn −=  

 
Twierdzenie 1 KaŜ dy delta operator ma dokładnie jedną  bazę . 
 

Twierdzenie 2 (Mullin, Rota). Na to, by cią g 
0

)(
≥nn xw  był bazą  dla pewnego delta 

operatora, potrzeba i wystarcza, by był on typu dwumiennego. 
 
Twierdzenie 3 (I Twierdzenie Eksponencjalne) 

Niech Q bę dzie delta operatorem o bazie 
0

)(
≥nn xw . Operator liniowy S jest 

niezmienniczy ze wzglę du na przesunię cia wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje rozwinię cie 
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 Ć
wiczenie 2 

Zastosuj powy
Ŝ
sze twierdzenie do uzyskania wzoru Taylora.  

 
Odpowied ź  

Niech dane b ę d ą : delta operator D z ci ą giem bazowym n
n xxw =)( oraz operator 

translacyjnie niezmienniczy αT , wtedy 
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Twierdzenie 4 (O Izomorfizmie) 

Niech Q bę dzie delta operatorem. Odwzorowanie Φ, zadane wzorem 
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jest izomorfizmem algebry C[[x]] (szeregów formalnych zmiennej x) i algebry 
operatorów niezmienniczych ze wzglę du na przesunię cia. 
 
 
Wniosek 1 
W algebrze operatorów niezmienniczych ze wzglę du na przesunię cia składanie jest 
działaniem przemiennym. 
 
Wniosek 2 
Operator Q jest niezmienniczy ze wzglę du na przesunię cia wtedy i tylko wtedy, gdy 

istnieje cią g 
1≥nna  taki, Ŝ e ∑

≥

=
0n

n
n DaQ . 

 
Wniosek 3 
Niech Q bę dzie operatorem niezmienniczym ze wzglę du na przesunię cia. Wówczas Q 

jest operatorem odwracalnym wtedy i tylko wtedy, gdy Q1≠0. 
 
Wniosek 4 
Delta operatory nie są  odwracalne. 
 
Twierdzenie 5 (Mullin, Rota) 

Operator Q jest delta operatorem wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje cią g 
1≥nna  taki, Ŝ e 

01 ≠a  oraz 
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3. Produkcja nowych operatorów 
 
Niech x̂  b ę dzie operatorem zwi ę kszaj ą cym stopień  wielomianu tj. 

)()(ˆ xxpxpx =  

Operator x̂  nie jest translacyjnie niezmienniczy. 
 
Twierdzenie 3.1 Je ś li T jest operatorem translacyjnie niezmienniczym, to 

 

TxxTT ˆˆ −=′  
 

tak
Ŝ
e jest translacyjnie niezmienniczy. T ′  nazywamy pochodn ą  Pincherele 

operatora T. 



 
Wniosek 3 Q jest delta operatorem wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje operator 

odwracalny Σ∈P  taki, Ŝ e DPQ = . (D – operator róŜ niczkowania Σ - pierś cień  

operatorów translacyjnie niezmienniczych) 
 
 

4. Notacja za ć mieniowa (umbralna) 
 
Twierdzenie 4.1 (O automorfizmie) 

Niech P i Q b ę d ą  delta operatorami o bazach odpowiednio 
0

)(
≥nn xp , 

0
)(

≥nn xq .Niech T b ę dzie operatorem liniowym (niekoniecznie translacyjnie 

niezmienniczym) takim, 
Ŝ
e dla n∈N zachodzi )()( xqxTp nn = . Wówczas 

(a) Operator T jest odwracalny 

(b) przekształcenie okre ś lone wzorem 1−TSTS a  jest automorfizmem 
algebry operatorów translacyjnie niezmienniczych, który 
przeprowadza delta operatory na delta operatory 

(c) je ś li 
0

)(
≥nn xw  jest ci ą giem typu dwumiennego, to ci ą g 

0
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≥nn xTw  

jest tak
Ŝ
e ci ą giem typu dwumiennego. 
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